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LA ECUACION
X2y Vs =72 («-)
T UNA DEMOSTRACION \[E‘H DEL TEOREMA DE FERMAT PARA EL CASO
DE LAS SESTAS POTENCIAS
—qg___
Se trata de satisfacer ala ecuacion propuesta en némeros en-
teros &, ¥, 2
De antemano es claro que r e y pueden ser nimeros primos

entre si o que no pueden serlo. Si no son ndmeros primos en-
tre s{ puede sentarse

x=kx y=ky
i éntdénces hai que distinguir entre das casos:

1.° £ no es un nimero cuadrado.
2.° £ es el cuadrado de un nimero.

(*) El presente trabajo ha sido orijinado por una cuestion propuesta por
el sefior P. F, Teilhet en L'intermédinire des mathématiciens, tomo 111, No-
viembre de 1896, numero 925.
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En el primer caso la ecuacion propuesta se convierte en
RXP LR =22

de lo que se desprende que & debe ser=4£%5"
En virtud de la sustitucion 5=422" se obtiene

:L’,3+,)/3= ,27/2,

o sea que resulta otra ecuacion mas complicada que la propues-
ta 1 que merece probablemente un tratamiento especial para
cada valor determinado de £ Nos parece, por lo tanto, escusa-
do escluir este caso.

Sustituyendo, en el segundo caso, &= /A%, la ecuacion propuesta
se trasforma en

RO+ 1oy % =2t
de lo que se deduce s=h3%
i por consiguiente 234yt =5

o sea que resulta una ecuacion analoga a la propuesta.

Segun lo espuesto, basta considerar x € y como nilmeros pri-
08 entre si.

Escribamos, ahora, la ecuacion de que se trata, en la forma
siguiente:

(£+2) (% =2y +y?) =2° (n

i consideremos separadamente los cuatro casos distintos que
pueden presentarse.

A saber:
L xty=z; 1 =2y +yt=z
1. Try=p; 2 =2yt yt =pg*; e=pq
HL Thy=pgt; at =y +yt=p; =pq
v Thy=p% 27 —ay+yt =% x=pq,

designando por p i ¢ nimeros enieros.
q
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De las dos ecuaciones

se deduce esta otra:
P =(z—z)x+(z—x) =2
ecuacion que, mediante algunas trasformaciones, toma la forma

G

2 —gx— " =0

De aqui -
szl Jua—2)

2
" 3

Ahora bien, para que x sea un ndmero real i entern, es nece-
sario i suficiente que sea '

.

Z—=4 15==0 o bien s==1 (mod 3) (¥)
Sea, por lo tanto,

1.° g=1

. -
luego ¥

(*) 2= a (mod b) quiere decir que zen la division por 4 deja la resta a.
El signc == se lee congruentc a, 1 mod se lee mddul.
TOMO XCV1I

ur
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lo que da 22+ 13=3"
30 2= xr=2,¥y=2
luego 23 428 =47,
ir
De Thy=p ()
se deduce x 22y _.L_J,z =p°
i como . ;52-__-5_};_;_},2 :;79,2,
se obtiene 2y =2(P3—{7‘) (3)

En virtud de las ecuaciones (2) i (3), se pueden considerar
x ey como raices de la ecuacion del 2.° grado

PRV ACanl N
2

de manera que x e y estan contenidas en la forma

=2 L fr(agi-2)
2 2 LN 3

Como ahora la ecuacion propuesta no sufre alteracion alguna,
si se cambia x por y 1 viceversa, vamos a suponer que x corres-
ponda al signo + ey al signo — del radical.

Para que # sea un nimero real i entero es preciso que sea

49*>p 1 p(4g* — py==0 (mod 3)
lo que da lugar a los dos casos siguientes:
10 =0 (mod 3).

2.° 49 =p (mod 3) 0 sea p==1 mod 3.
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En el primer caso sentamos
?=3

Segun esto, las ecnaciones (2) i (3) se convierten en las si-
guientes:

2+y=34
oy =p (3 —q*)

La Gitima de estas ecuaciones hace ver que x o y tiene un
factor comun con p'. Sentemos, para fijar la idea

x=f, p'=7p", siendo 1 <f§_;>'
La primera de las ecuaciones nos da, por eso, /%' +y=3/7"

de lo que se desprende que y tambien tiene el factor /i lucgo
que z e ¥ no son primos entre si, caso que hemos escluido.
En el segundo caso se deduce de la congruencia

44* —p==0 (mod ®)
la otra p—g*==0(mod 3) (¥)

luego, sentando

p—qi=3d
se tiene las dos ecuaciones
xty=p
y=pd,

ecuaciones que—como lo esplicamos mas arriba—se satisfacen
solo por ntimeros x € y, que %o son primos entre si.

(*) Basta sumar las dos congruencias para comprobar la exactitud de la
dltima.
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I

Del mismo modo empleado bajo 11, se calcula el valor de 2y,
valor que en este caso resulta

At

2
2

y=

Considerando x e y como las raices de la ecuacicn

—pg* HP(?Q*-—T)
2 [l 7 — A
se obtiene Z:@ci:l /P(L!- ~ $7*)
- - EXN 3

Esta vez basta someter p 1 ¢ a la condicion de hacer rea/ a ¢
para obtener inmediatamente

p9*<4, luego g=-k1
i, por lo tanto, ' ;
T y=p, ¥y Fyi=p, p=z
como en I,

v

Desde luego podemos demostrar que p i ¢ deben ser primos
entre si. En efecto, si no fueran primos entre si, se podria poner

p=Fkp, =ty
i resultaria
xyy=r2p
rr—xy vy =42"
| _BEp=g")
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lo que nos dice que r e ¥ tendrian el factor comun £ A prime-
ra vista parece que este factor comun se convierte en 1, si £ es
=2, pero siendo £==2, luego £%=4, se puedc poner 7 bajo la
forma siguiente:

forma que pone en evidencia que x e y tienen el factor 2 comun.
Demostrado esto, deducimos de las dos ecuaciones.

rhy=p°
—ytr=g

P

las otras x],:ﬁ - z
. 2

P /49'

siendo r e y los dos valores de ¢

Para que # sea un numero entero; es preciso que 4 ¢* —ptsea
el triple del cuadrado de un ndmero. Sea u este nimero, i se
tiene

.

49% —p* =30 (47

Esta es la ecuacion que rios toca tratar detalladamente. Desde
luego, se nota que ni g ni g puede ser divisible por 3, puesto
que si uno de estos numeros tuviera et divisor 3, el otro tendria
que tenerlo tambien lo que es co.xtrarm al que p 1 g sean nime-
ros primos entre si.

Escribiendo en lugar de (4)

(2¢=p%) (29 +p2)=3 u* . (5)

nos cabe preguntar, si fos dos factores 2g~4% t 294 p* ptieden
tener un divisor comun, Sea #4 este divisor, i tendriamos

2 —p*=rkd

2g4p¥=ka
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Introduciendo este resultado en la segunda ccuacion

2947 =(g+y)*,
se obtiene
{(g+v)'=-1 (mod 3}

lo que no es posible, puesto que de
g+y==1 (mod 3)
se desprende (g +y¥=+41 (mod 3) (¥).

Por lo tanto el prémer caso no tiene lugar. Pasemos al

SEGUNDO CASO

Siendo, segun hemos visto mas arriba, p un ntmero swmpar,
resulta que g i g+ v tambien son numeros impares t, por eso

v par.
Sentemos v=2{1 tenemos

2g—p*=g"
20+p7 =3 g+ 20"
(7)

g=8"+34/+3"
®

=g +6gl4+6/2
e (g+20)

l=
el

:g"Z +6g7+6/°£(g* + 2¢4)
2

De aqui

O s€a
=g +48l+ 30 ={g+30) g+ (9)

=z2gl+ 307 =1(26+3]) (10)

(*) Este mismo procedimiento se habria podido aplicar tambien ala

ecuacion (6), z.° caso, pero xze ak L.°
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Para hacer, ahora, que g +6¢/+6/* seca el cuadrado de g es-
cribimos la ecuacion {8) en la forma siguiente:

Il

(g3 -3 ﬁ
) (g+30)7 —p*=

o bien (g+3/=p)(g+3l+py=3F (11)

Esta ecuacion, andlogaala (5), ha de ser tratada tambien de
un modo andlogo al que acabamos de seguir.

En primerlugar, el inismo procedimiento de la pdjina 69 nos
demuestra que los dos factores del primer miembro de (11) no
pueden tener otro comun divisor que dss. Por eso, tenemoes que
distinguir entre dos posibilidades que son: 12 (¢+43/—2)
(g +3/+#) no tienen ningun factor comun; 2.2 los dos términos
tienen el factor comun 2. Como g1 p son impares, / va a ser zmpar
en el primer caso i par en el segundo.

En uno i otro caso es evidente que uno de los factores
(g+3/—p) i {g+2+p)s solamente uno, debe ser divisible por
3. Ahora bien, como los dos factores se diferencian solo por el
signo de p i como la ecuacion z* +y*>=z"no altera colocan-
do—z en lugar de+ 2z, se entiende que p tambien puede ser go-
sztivo o negativo, puesto que z es=p¢g. Por eso es que se puede
elejir cualquiera de los dos factores divisible por 3

Supuesto esto basta considerar todavia las dos subdivisiones
siguientes, en las cvales m, u, 72, 1, significan nimeros enteros
cualesquiera: '

A) g+3l—p=3m? g+3t+p=0mn+u)?, I=m (m+u);
B)g+3l—p=2m*g+3+p=06 (m,+u.)* {=2 m {m +p)
Trataremos, en fin, las dos subdivisiones vaa por una:
’ Al
Stendo, ea este caso, / impar, m debe ser un nimere fmpar
i, por consiguiente, u par. Sentemos g=_2x i obtenemos
g+ 3/ p=(m+2n)?
g+ 3/—p 31/!"
=2+ 2mn+ 2n*

NN
—

[T
S~ N

p: on? 4 Zimn —nr?
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i siendo [=m? 4 2mn
resulta g=2n%— gmtn —m* (14)
De aqui, segun (7),
g=g(g+3)+3

=(2n® —gun—m?) (2m* +2mu 4 2n® )+ 3 (m® + 2mn)*
o bien g=m* +2m3n+ 62 n® — 4mn® + 4n* (13)
i, segun (9),

r=(g+30) (g+7)
=(2m? 4 2mn+2n*) (2n* — 2mn)

o sea x=y4n (n®—m?) (16)
ademas, segun (10), -

r=1(2g+30)

=(m* + 2mn) (gn® — 2mn 4 m?*)

o bien y=wm<{ m+(2n)® § (17)
en fin

s=pg=(2n +2mn—m?) (m*+ 2m>n 4 6m*n® —4mn® +4nt),

(18)

Observacion.—Por medio de estas férmulas pueden verificar-
se sin dificultad las relaciones principales:

xy=pt, 2t —xytyi=g*, B 4y0 =2

. Antes de aplicar Jas férmulas deducidas, pasamos a tratar la
otra subdivision B, porque, sin contar con un pequefio cambio
volveremos a las mismas férmulas (16) a (18). -

B.

De g+31+p:6(7”1 +4U'1)2
' g+ 3i—p=2m,*
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resulta g+ 31:47”12 +6m11“~1+3ﬂ-12 (19)
p=2m *+6m u,+3¢,° (20)

lo que nos dice que u, debe ser nimero impar, puesto que tanto
(g+3{) como p lo son; miéntras que ., puede ser un ndmero
par o impar indiferentemente,

Para relacionar la férmula (20) con la (13) deducida bajo 4,
sentamos

By =W, Wty =0 (21)

designando por # un nimero impar i por # uno cualquiera. Es
evidente que la tGltima sustitucion m, +u, =» es permitida,
puesto que, si se dan a s, iu; todos los valores entre—co i
+w de que son susceptibles segun lo espuesto, » tambien
toma todos los valores posibles entre —co § +c0.

Las sustituciones (21) dan todavia m, =n—pu, =n—m(22) i,
por medio de (21)1 (22), las ecnaciones principales de este inciso
se convierten en N ’

g+ 30+p=6n"

g+3l—p=2(n—m)’

De aqui g+3l=gn® —2mntm®
p=2n"+ 2mn —m?

i como l=2n* —2mn

se tiene g=m* + ftnn—2n°.

Ademas

9=g (g+30)+3"
=(m® - qmn—2n*) (4n° = 2mn+m?)+ 12 (0* —mn)*
=mt2mn+6m*n® —gmn® +4nt
x=(g+3)) g+
=(4n® —2mn+m®) (m* 4 2mn)
=m< m®+(2n)%
y=I(2g+3/)
y={2n® —2mn) (2n° +2mn +2m?)
=4n (n®—m?3)
z=pg=al (18) -
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Al revisar las férmulas resultantes de 5 observamos que son
esencialmente las mismas que las de 4, con la Unica diferencia
de que se ha cambiado x con y i viceversa. Pero este cambio
no influye en nada en el resultado, porque lo que se pide es
busear dos numeros cuyos cubos den una suma (o diferencia
segun el signo) igual al cuadrado de otro ndmero.

Segun esto, basta considerar solamente las {6rmulas deduci-
das bajo 4, o sea las (16), (17) 1 (18).

Para aplicar, en fin, estas férmutas recordamos todavia que
m es un numero entero zmpar positivo o negativo i que z es
un numero entero cualquiera positivo o negativo. De aqui re-
sulta inmediatamente que x es nimero pgar, miéntras que y 1z
son tmpares. Ademas, las mismas formulas dan a conocer que
si se elijen 7z i 2 provistos de un factor comun £, x e y obten-
drdn el factor comun £* i si se toma m=#n, x se convierte en cero
ey en gm*, de moedo que resulte en lugar de la ecuacion pro-
puesta

ys :(33,”5 2
ecuacion que no tiene nada de interesante.
Pasamos ahora a dar algurios eJemplos aunque sin espiicar

los pormenores de los cdlculos los que cada uno puede ejecu-
tar sin dificultad.

Egemplo 1.0
m=1,n=2daxr=56,y=65, 2=671

En efecto, se tiene:
r+y=121=11% 0scapg=11,(%)
2t —xy+y* =3721=61%, 0 sea g=61,
g=pg=1161,
luego 563 + 653 =671°.

(*) En cuanto a p, ¢ i £ hemos indicado solo el valor positivo por las ra-
zones ya esplicadas mas arribd.
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Epemplo 2.0

m=1,n=3da v=312, =217, 2=6371L
r+y=529=23% p=23
¥ —ayt+y =76729=277%, g=277
5=pg=23.277=6371,

luego , 312242172 =06371%,
Ejemplo 3.0
= —3,n=1daxr=112, y=57, z=1261
Fty=160=15% p=13

¥ =2y +y*=0409=97%, g=97
Z=pg=13.97 =1201,

luego 112° +57% =1261%

Ejemplo 4.0

m=1,n==1dar=8 y=—7,2=13.

En este caso se tiene inmediatamente

8% +(=~7)>=13% o sea §12—343=16G.

Ejemplo 5.0

m=1,n=—2dar=72 y=—063, =351

Verificando los resultados se obtiene

X% =373 248
y?=—250047

234y =123 201 =351% =g2,
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Nétese que en este ejemplo x e y tienen el factor cuadrado
3% comun i que z es divisible por 3%. Dividiendo la igualdad

72%—63°=351" por 3°

3

queda 83 —73=137,

es decir, el mismo ejemplo anterior.

Resumen: Segun las deducciones esplicadas mas arriba, ob-
servamos que, dentro de los {imites fijados para x ey, solo el
primero 1 el ditimo delos cuatro casos principales dan lugar a
soluciones de la ecuacion propuesta, pero miéntras que el pri-
mer caso da por resultado una sola solucion, a saber 23 +13=
3%, el ultimo dd infinitas soluciones determinadas por las fér-

mulas (16), (17) i (18).

EL TEOREMA DE FERMAT PARA EL CAS0 DE LAS SESTAS POTENCIAS.

El teorema de Fermat de que se trata, dice que 2o existen
nitmeros enteros capaces de satisfacer a la ecuacion:

w0 4yo =2t (23)

Esta ecuacion estd demostrada evidentemente, si demostra-
mos que la ecuacion

4y =0 (24)

no tiene solucion-en niimeros enteros.
Ahora bien, no es dificil relacionar la ecuacion (24) con la
ecuacion considerada

4y =at; (25)
en efecto, basta hacer

122213’:772: z:§

para obtener tal relacion,
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Entdnces para cumplir, a la vez, con las dos ecuaciones (24
i (25) sentamos, aprovechando las ecuaciones (16) i (17),

an(n® —m3)=§> (26)
m md 4 (2n)® S =y (27)

Basta aqui tratar solamente la ecuacion (26). Segun lo es-
puesto mas arriba, los ntimeros # i sz pueden considerarse como
primos entre si, sin perjuicio para la aplicacion jeneral de la fér-
mula, puesto que, si z i 2 tienen un factor comun £, £2 obten-
dréd el factor £* i, dividiendo por £*, quedaria siempre una ecua-
cion de la forma (26).

Siendo, enténces, # i 72 numeros primos entre si, es claro que
n i (n®—m?)lo serdn tambien. Resulta, por eso, que tanto #
como (#® —m?) deben ser nimeros cuadrados, o sea

n=yv3 nd—md=¢3
La tltima de estas écuaciones tiene la misma forma que
2%+ yS =232,

puesto que, como lo hemos visto en los ejemplos 4.°1 5.0, 3
puede ser tambien negativo. Lutego, como sz es numero mpar,
n debe tener la forma

=4 (#'>—m'?) (28)
o bien, si introducimos aqui #z=%, se debe tener
4 (1% =l ¥) = ? (29)

ecuacicn que tiene la misma forma que la (26), pero en la que
n' es menor que #, como se desprende de la ecuacion (28).
Aplicando en seguida, a la ecuacion (29), el mismo razona-
miento antes aplicado a la ecuacion (26), resultara otra ecua-
cion de la misma forma, o sea
472”(?2”3 __ﬂz//3>=y/g_

en la que »” es menor que #' 1 /3 =7/,
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Continuando del mismo modo se llegaria a otros ndmeros
menores i menores que sin embargo deberian cumplir con la
ecuacion (26). Pero esto no es pasible, porque no hai nfinitos
nimeros enteros positivos v'2, 7%, /2
ro finito #=»2.

Queda, por lo tanto, demostrado que la ecuacion (24) no tie-
ne lugar, ni tampoco la (23). '

menores que un niime-

25 p0 =25,
Tomé, Enero 22 de 1897.

DRr. AuGUSTO TAFELMACHER,

Profesor de Matemdiicas del Instituto Pedagéjico.
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